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we de horlzentale snelheldqcomponent v noemen en de verticale
component u, luildt deze vergeliljking:

Vx+uym (1a1)

b. De dynamische vergelijkingen.
afv an uitwendige krachten, met uitzondering van de
zwaartekracht, luiden de vergelijkingen van BEuler:

Bij

%eZigheid vV

o (v, + Vv +uv) = b, (1.2)

37 F O (uy + vu_ + uuy) = =Py (& (1.3)

waarin @ade dichtheid is, en p de overdruk ten opzichte van de at-
mospherische druk.

c. De randvoorwaarden.

Deze luiden

1

. (1.4)
N, + v (1.5)

mv*dx (1»6)

y =n(x,t)
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Teneinde de vergelijkingen te herleiden, integreren we (1.1) naar y
tussen de grenzen -d en n ., Dit levert:

N l
a(n) - u(-a) = f v dy == [ vay + v(n).n_ + v(-d).q .



hydrostatica,

srwaarloosbaar is.

Py = —LE
willeke
geeft direct:
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alle t. (1.2) levert, dat
1ankelijk ig van y, d.w.2z.. de horizontale versnelling
aannemen, dat op zeker
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punten van een verticaal hetzelfde. We kunnen
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n is b.v. voldaan wanneer het
eens in rust 1is geldt,
v, = 0, d.w.z.: 00k de horizontale snelheid is voor alle punten van

v
een verticaal hetzelfde. Bij bovengenoemde aanname gaat (1.2) derhal-

O was. Hieras

tijdstip t = O, vy

We zien echter, dat dan steeds

ve over 1in: '
vy + v + gn_ = 0. (1.9)

Ty + s=(v.(n+ d)t = 0. (1.10)

We hebben dus twee niet-lineaire eerste orde vergelijkingen voorn en~

In de practijk geeft (1.9) de toestand niet juist weer, daar we bi]

de waterbeweging te maken zullen hebben met een weerstandsterm. Deze

moeten we daarom aan (1.9) toevoegen.

Voorts kunnen we de continuiteitsvergelijking (1.10) in lineaire
gedaante brengen, door in te voeren de variabele Q(x,t), dat is de

stroom per tijdseenheid door een verticale doorsnede, dus

(1.11)
waarin b de breedte is van het kanaal en h(x,t) =n(x,t) + d(x) de
hoogte van de waterspiegel boven de bodem. (b zullen we, hoewel de
wanden van het kanaal tot nu toe evenwijdig
behandelen als een functie van x, daar b in de practijk natuurlijk
kleine afwijkingen zal vertonen; bi] en zal men i.h.a
aparte stukken van het kanaal beschouwen, waarop b nagenoeg constant
is.,) Bij invoering van Q krijgt (1.9) een onprettige gedaante, zodat
beide variabelen naast elkaar zullen gebruiken. De algemene bewe-
gingsvergelijkingen, w

z1ljn verondersteld, toch

grotere afwijking
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an zal worden bij de verschillende
worden derhalve: '




de continuilteitsvergelijking:

Qx +’b.ht + qG’::C) (1.12)

of, in de variabele v:

1 : dby \
hv_ + vh + h, + %(ql + hv.3=) = O (1.12a
el de dynamische vergelijking:
g.h, + Vv 4+ vV, + g(ir — ib)==<3, (1.713)

Hierin d4is in de continuiteitsvergelijking toegevoegd de term q(x,t).
Onder ql'verstaan‘we een eventuele zijwaartse afvoer (lateral dis-

charge) per tijds- en per lengte-—-eenheid uit het kanaal, b.v, wan-
neer naastliggende polders worden overstroomd,

In (1.13) stelt i,, de bodemhelling voor, dus i, = d_, terwijl
g ir de weerstand per massa-eenheid is, BEmpiruasch is afgeleid, dat de

weerstand niet linealr met v verloopt, maar evenredig is met'v2 en
wel volgens de formule van Cheézy:

(v v

i = el (1.14)
C™.h
m

waarin C = de constante van Eytelwein en hm.: de hydraulische straal,

d.1l. de oppervliakte van een dwarsprofiel gedeeld door de "bevochtig-
de lengte” wvan de begrenzing van een dwarsprofiel.

In de beschouwde problemen veronderstellen we het dwarsprofiel

steeds rechthoekig, dus hm = E%%E” terwlijJl ook wordt aangenomen, dat

de breedte groot 1s ten opzichte van de diepte, dus hm = h en (1.14)
geelf T
‘ v,V
i = ——— (1.15)
' ¢%.n

Eventueel kan in ir nog een term worden opgenomen, die de invloed wee

weergeeft van een windkracht aan de oppervliakte, Hierop gaan we niet
nader 1in,

2. Opmerkingen naar aanleiding van de bewegingsvergeliljkingen.,

a, Stoker en Friedrichg [10] herleiden de exacte vergelijkingen van
buler door de oplossing te ontwikkelen naar een parameter. In hun
paragraaf over '"shallow water theory" veronderstellen zi] deze para-~
meter klein en de vergelijkingen voor de eerste orde termen z1ljn dan
julist de vergelijkingen (1.9) en (1.10) tezamen met %%z O, De para-
meter, waarnaar ontwikkeld wordt, is het product van de kromming van
het wateroppervlak en de diepte, in een bepaald punt op een bepaald
tljdstip.

In het probleem van de getijberekening 1s deze parameter steeds
klein, en daarom ligt de in 1. gemaakte veronderstelling, dat de ver-

ticale'versnelling-%%*verwaarloosbaar is, vVoor de hand.
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klein zijn, vergeleken bij ho‘

2 -

weerstand is, Hieruit volg

<) en dat 1, =

? worden ten opzichte van 2z
e houden dan over:

+ bz, = O (2.1)

T

(2.3)

(2.4)

Hieruit blijkt, dat (1.12) en (1.13) onder de gemaakte veronderst:

aan in de ééndimensionale

lfvergelijking. Tevens zilen

oy @

we, dat de theoretische voortplantingssnelheid v

an een storing in het

gh . In de practijk van de getijbere-

kening zal dit niet het geval zijn, tengevolge van de verwaarloosde

termen (vooral de weerstand gir en op een benedenrivier de bovenaf-
voer) .

c. We merken op, dat de vergelijkingen (1.12) en (1.13) aequivalent

zlln

met de vergelijkingen uit de gasdynamica voor één dimensionale

stroming van een polytroop gas met exponent ¢ = 2. Zie b.v. [9] en[ 10

d. Wanneer we (1.12) en (1.13) willen gebruiken ter berekening van de
wnaterbeweging in zeearmen of benedenrivieren onder invloed van de uit

zee komende getijbeweging, is aan de gemaakte veronderstelling van

een recht kanaal

met evenwljdige, verticale wanden natuurlijk geensrs

e benaderen een benedenrivier echter door een aantal rechte
stukken met rechthoekige doorsnede en een zeearm door een geulennet,

uitgaande van waarnemingen., (Dit is b.v. uitgevoerd voor de Waddenzee

door de Staatscommissie Zuiderzee [ 2].) Bovendien spelen in dit geval

nog andere krachten een rol, zoals de Corioliskracht tengevolge van

de aardrotatie en centrifugaalkrachten bij een gebogen geul of rivier
alsmede de aantrekkingskracht van de maan., Deze worden echter verwsae-
loosd,

2
e. In (1.13) noemt men vv_ = (%?Jx de Bernouilli-term

en ghx de ver-
We kunnen voor (1.13) ook schrijven:
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(2.5) geldt n.l. niet alleen voor een geheel kana maar ook langs
iedere str omlijn. Integratie van (2.5) langs de korte stukjes P1P2
fig.) geeft dan, bij verwaarlozing van het verlies door

weerstand en versnelling (dus i~ 0, en v.x O

H

In een knooppunt van een geulennet hebben we dus evenveel randvoor-
waarden als onbekende va,riabelen. De uiteinden van geulen, die nliet
samenkomen met andere geulen, liggen hetzij blj de zee, alwaar h be-
kend 1s als functie van t uit waarnemingen, hetzij bij de kust, waar
geldt dat Q = 0. Het aantal randvoorwaarden voor (1.12) en (1.13) is
dus gelijk aan het aantal variabelen,

de oplosmethoden ten behoeve van de getijberekening.

oeken we van de niet-~lineaire ver-
per * dieke oplossingen. Daar het voor




grote moeili jkheden aanleiding g _
;aalijkingen te lineari-
exacte methoden,

1) In de theorie van het ontstaan van getijden op oceanen (wa
maankrachten in de beschouwingen betrokken moeten worden)
men de vergeliljkingen
oorzitterschap van Lorentz heeft de Staatscommissie Zuider-
ran 1918 [2] berekeningen uitg het

revoerd in verband met de na
eggen van de Afsluitdijk te verwachten vloedhoogten. Lorentz line-
ariseerde de vergelijkingen op
hij oplos-
l,~geti]
(maansgetij met periode van 12 uur 25 minuten), dat voor West-
Europa overheersend is,
lMlazure heeft in ziJn dissertatile [gj in 1937 deze methode enigs-
zins uitgebreid, terwijl Dronkers [ 8] ook hogere harmonischen bere-
kent.
3) Hoewel geen mathematisc@p methode, valt onder deze categorie ook
het werk van van Veen [12], die met electrische modellen werkt.
Exacte methoden.

1)

geheel en verving de weerstandstern
ingenieuze wijze door een lineaire term, Zodoende kreeg
gen met de frequentie van het hoofdgetij, het z.¢

sy, %

borentz heeft ook een methode aangegeven voor het vanden van oplos-
81ngen in de vgm van machtreeksen, Na de Staatscommissie 1is door
Dronkers Lﬁj ,09] met deze methode gewerkt.
2} Eelangrl jker zijn de poglingen om de vergelijkingen op te lossen met
behulp van z.g. karakteristieke integratie, Het eerst werd dit ge-~
daan in 1900 door Massau [[1], doch zijn werk werd vergeten en pas
in ca, 1945 herontdek_t (vgl. Holsters 8 ). Schonfeld heeft in =ziin
dissertatie [1 3] deze methode zeer verdiept en in tal van algemene
beschouwingen over golfvoortplanting toegepast.

4., De lineaire methode.

Lorentz deed zijn onderzoekingen naar aanleiding van de problemen ten
aanzien van de afsluiting van de Zulderzee. Hij kon daarom veronder-
stellen: d; = O en 1, = 0. Blj benedenrivieren 1s tengevolge van de
bovenafvoer in het algemeen de bodem niet horizontaal, dus 14, £ 0.
Mazure beschouwde dit geval,

Lorentz lineariseert (1.12) en (1.13) nu als volgt:

2. Stel weer: h(x,t) = h_ + z(x,t) met h_ = hoogte in de rusttoestand;
dan is h o constvant, omdat 1, = O, en hij veronderstelt: z << h o




b. Hi] wve

waarloost de Bernoulli-term vv
teraf een correctie aan in de oplossing.
c. Voorts vervangt hij de

lineaire:

¥ ?

cwadratische

Hierbi] dient k voor iedere
vergelijkingen

en

of bij eliminatie van v met Q = bhdv (b constant sangen

Qx + bzt = 0
o

Qp + 8kQ + bgh_ z_

We kunnen dit lineaire stelsel integreren en in het bijzonder is een
oplossing mogelijk, waarbij Q en z enkelvoudig hal
z1ljn van de tijd met de frequentie van het

te:

= 0O

monische functies

dus van de gedae

o ',-.:ﬂ_ A )
L & .4 2 };'"ﬁﬂ.'i' - ' ’

Q

2 = ZO(X).cos(nt«m‘?(x))

H

Qo(x).oos(nt ~<p(x))

met n = frequentie Mzngetij.

- De vraag is nu, hoe k in (4.1) moet worden bepaald, opdat de zo Ve
kregen oplossingen zo goed mogelijk de toestand
woordt acaan de bewegingsvergelijking met

Neergeven, die b rant-

cwadratische weerstand, Lorer

deed dit met behulp van een physische voorwaarde, de z.g. arbeidsvoor

waarde, die we straks zullen behandelen. Mazure echter redeneerde als

volgt:

Een stel oplossingen van (4.3) en (4.4) zal ook een oplossing zijn ve

(1.12) en (1,13), indien deze oplossingen bovendien voldoen

aan de vergelijking, die mern krijgt, door de linkerleden van (1.13) e

(4.4) van elkaar af te trekken, en dit gelijk nul te stellen.

(1.13) wordt bij verwaarlozing van de Bernouilli-term en onder aannam

dat z << ho (met subst, van (1.15)): é
v, v 0

gZX 4 V’t + g,—T———— =
C hO

i

en (4.2) levert 82, + V.,
Aftrekken levert de vergelijking, waaruit k bepaald moet worden:

-JQSLL;E - kv = O (4.7)
C‘ho

We eisen bovendien, dat de oplossing de gedaante heerlt:
v = v (x). cos (nt - (x)) (4.8)
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zodat we vinden dat de term

vallen, als:

8 Yo .
k= 2 52 (4.9)
37 C™h

Hier 1s V _ weliswaar een functie van x, maar door het nemen van ge-
mliddelde waarden kunnen we voor niet te lange stukken van een geul k

eals constante beschouwen, die echter dus

geul voor geul moet worden

bepaald uit de waarnemingen,

(4.9) volgt ook uit Lorentz'arbeidsvoorwaarde, die luidt:
we bepalen voor ledere geul k zo, dat bij een volle stroomschommeling
de negatieve arbeid van de fictieve door k bepaalde weerstand, gelijk
18 aan die van de werkelijke weerstand, dile door C bepaald wordt,
Immers, de weerstand is g1, en stellen
dan 1s de bedoelde arbeid T

~ Tn

gi_v dt (4,10)

weer V:VO. CB(nt“ (? ) ¢

waarin i_ dus resp, wordt bepaald door (1.15) en (4.1).
Na deling door gV, stelt (4.10) echter juist de eerste Fourier-

coefficient voor, bij ontwikkeling van i zodat de arbeidsvoorwaarde

r,
viazure, daar deze k ook juist zo-
danlg bepaalde, dat de Fourier-coeéfficiénten met de Méwfrequentie

tegen elkaar wegvielen,

aequivalent is met de methode van

Volgena de boven uiteengezette methode zijn door de Staatscommissie
vele berekeningen uitgevoerd. Mazure heeft deze theorie ook geschikt
gemaakt voor benedenrivieren, Waarib £ 0 is en dus ho een fun:tie
van X, Daar hierbi] evenwel geen essentiele veranderingen in de

methode optreden, laten we dit achterwege.
Voorts is het mogelijk ten koste van moeizame berekeningen analoog
hogere harmonische termen te berekenen. Hiervoor verwijzen we echter

naar [ 51 en naar een artikel van Dronkers. 18] .

5. De exacte methode.

B13j deze

methode verwaarloost Lorentz weliswaar de Bernouilli-
term en neemt aan zZ<<h o Hmiar lea

T de weerstandsterm ongewijzi,#.



(1.12) en (1,13) leveren: ‘
| Q + bz ':.::O (5.1)

X T
met: o¢ = gh (5.3) enJF~=-gZ§mg (5.4)
O

Deze vergelljkingen worden eenvoudig van gedaante, door invoering
van de nieuwe variabelen: |

"fzm—}-(--,'Q—.:M E::F\/—z,z

¥ b

De vergelijkingen leveren dan (strepen weer weggelaten):

Q. + 2, = O (5.5)
en

Qp + 2z +1Ql. Q=0 (5.6)
We stellen nu:
z = 2 ()= 2,(8). x + $2,(%).x° = ¢ 2, (%).x° + ... (5.7)
Q= Q)= Qu (). x + 3Q(1).x° = 7z Q(8).x7 + ... (5.8)

We nemen aan, dat zo(t) en Qo(t) voor alle t bekend zijn (dus aan-
genomen dat de geul begint bi] de zee, waar z = zo(t) gemeten wordt),
De coeéfficiénten worden dan achtereenvolgens bepaald uit:

Q ()= 2z (%) 5 z,(t)= éo(t) + ‘Qo(t), . Q (1)
Qs ()= 2, (%) 3 z,(8)= Q (1) ~ la (). Q; (%) ~]Q, (). o (%)

enz.,

Heeft men zo enige coefficienten bepaald, dan kunnen met behulp van
(5.7) en (5.8) de hoogte en de stroom aan het einde van de geul bepaal
worden, (x=1). 1 moet zo gekozen worden, dat de reeksen nog behoor-
1l1jk convergeren, zodat met niet teveel termen volstaan kan worden.
In de practijk kent men wel zo(t), maar niet Qo(t). Deze zal bij een
onvertakte geul bekend zijn aan het andere uiteinde,

Men schat in dit geval Qo(t) en gaat na of dit klopt., Reeds bij een
ontvertakte geul is het rekenwerk niet gering, bij een geulenstelsel
wordt het enorm; de methode levert evenwel, vooral bij niet te grote
l, zeer betrouwhare resultaten.



6. Karakteristiekentheorie.

De vergelijkingen (1.12a) en (1.13) zijn van het type

a11ux -+ a.lzvX + a13uy + a h

a21ux + a22vx + a23u.y + a24vy — h2
waarin a en h functies van u, v, X en y zijn.

(6.

We kunnen stelsels van dit type algemeen behandelen en in een
vorm brengen, die geschilkt is voor theoretische discussie en numerie
ke behandeling (zie Sauer 4 141, Courant- Friedrichs [9], Schonfeld

L2F ), 243

u = (x,y), Vv = v(x,y) (6.
een oplossing van (6.71). Z2ij x = x(s), v = y(s) een kromme K in het
X, y-vlak., Langs K nemen u en v de waarden u(s) u(x(s),y(s)) en
v(s) = v(x(s),y(s)) aan., Differentiatie naar s levert

' k - 7 = }
ux uyy |9

k ~+ X = ;
VX vyy' V

De afgeleiden.ux_tot en met*vy moeten langs K voldoen aan de verge-
lijkingen (6.1) en (6.3). Indien de determinant £& van dit stelsel

£ 0 is, Kunnen u. enz. dus langs K berekend worden. Interessanter 1s
het indien K zodanig is, dat juist wel A = O, Dan is het stelsel gl.

leen compatibel als de rang van de matrix van het inhomogene stelsel

Il

o,
|5
s
o .
k|
E
34

gelijk is aan de rang van die van het homogene stelsel, Indien deze
dus 3 is (in het geval dat hij < 3 is, kunnen we de vergelijking
(6.1) veel eenvoudiger behandelen: we beschouwen dit verder niet)
moet ook:
/‘"aﬁ 210 213 Bq4 B4
| 801 Bpp Bo3 8py Bp

rarng

i
Uy,

& o

VO X 0 v Vv
Het is eenvoudig in te zien, dat, mits x # 0, Wat we verder aannemetl
deze elis aequivalent is met de volgende
aﬁ?‘"‘ 8'135:‘ 8'123?“'8'143‘ X - 311?“8‘12le . (6.4
54y - a23x B0y = 8pyX h2x - 8p4U = 8,5V 7
Hieruit volgt

v

213 B4y
253 oy

(6.
Deze vergelijking levert in het algemeen in ieder punt x, y, u, V

. | ‘|
A Iaﬂ1a12 "2 | N

_ 72 11 214
' 8oq 859 821 Fog

&, ) o o
13 12FXy N
1 803 ool

L

twee richtingen y : x. Indien deze richtingen reéel en verschillend

zljn, noemen wc het c*telgel hyperbolisch en we beperken onsin het
vervolg hier toe.

Bij een gegeven oplossing (u,v) van het stelsel (6.1) Dbehoren
dus in ieder punt van het x,y-vlak twee verschillende richtingen,
die twee scharen krommen bepalen, welke we subkarakteristieken noem




slechts van x, y, uw en v

chouwd.

Tot dusver hebben we één speciale oplossing van (6.1) bes
Vatten we nu echter (6.7) en (6.8) op als een stelsel vergelijkinge:

voor vier onbekende functies x, y, u en v van s en t, dan voldoet
van (6.1) aan 4dit stelsel,
terwijl eenvoudig in te zien is, dat iedere oplossing van (6.7) en
(6.8) ook aan (6.1) voldoet.

Het stelsel (6.,7)
pen:

blijkens de afleiding iedere oplossing

en (6.8) heeft de volgende prettige eigenschap

en wordt uitsluitend na
eerd, in de andere uitsluitend naar 1,

1. In twee der vergelijking

-

ar s gedifferenti.

2., De coeéfficienten hangen niet van s en t, doch alleen van de onaf
hankelijke variabelen af (kononisk . systeem).

7. Invoering van karakteristieke functies.

goed ultgangspunt voor
we kunnen

De vergelijkingen (6.7) en (6.8) geven een
theoretische en numerieke beschouwingen (vgl. Sauer[isl ).
zeé echter 1n een andere gedaante brengen, die nog grotere voordelen
heeft (deze vorm is echter alleen in speciale gevallen expliciet op

te schrijven).
Beschouw de totale differentiaalvergelijking

Ag du + A; av = O (7.1¢

waarin we u en v als variabelen en X en y als parameters beschouwen
erende factor en F (u,v; x,y) de bijbehorende inte-
aan zeker; van de mogelijkheid om bij een
gegeven stelsel eenvoudilg erende factor ute vinden, hangt
de practische bruikbaarhid van de volgende herleiding af).

» " + »
Zij m° een integ

graal hiervan (deze best

als functies van x en y (via de variabelen

Beschouwen we u en v
s en t; we nemen aan

# 0 zijn), dan kunnen

dat de voorkomende functionaaldeterminanten
we ook F als functie van X en y beschouwen:




Analoog 1s er een integraal F (u,v,x,y)=f (x,¥) (7.2b)

van A du + Ag dv = 0 (7.1b)
blj integrerende factor }~”
Hiervoor geldt:
of -~ NPT

| | ""m -"_‘ﬁ‘;b';w
Tx T ¢ =y t @ 0 (7.3b)

met a~ = M - F, ~ ¢ Fy . (7.4D)

f+

en f noemen we karakteristieke functies.

Uit de vergelijkingen (7.2) kunnen we u en v als functies van
en f (en eventueel ook expliciet van x en y) bepalen en hiervan
kunnen we dus ook c® en a¥ als functies van £¥ » X en y ultdrukken.

In plaats van de vier vergelijkingen (6.7) en (6.8) hebben we dus

twee vergeliljkingen (7.3), gekregen, dle we aldus kunnen lezen:




langs een + karakteristlek, waar

Dat deze vorm zich zeer goed leent voor differentiemethoden, ligt
voor de hand. In 9. komen we hierop terug. Ook bij theoretlische

beschouwingen zijn de karakteristieke functile
middel (vgl. Schénfeld [12i en Stoker 1 - ) -

- J

Reeds in 1900 heeft Massau ! 1 g z
getijden-vergellijking die neerkomt ¢
bovenge gawl jze. Pas in t laatste & n

=4

ter integratie van de




Re (6} , Holsters [7] ,Stc.r {10}, Schdnfeld [12{). In het volgende

slulten we in hoofdzaak bij Schéonfeld aan.

We schrljven de verpelijkinzen (1.12ﬁ) @n_(ﬁ,ij) in de

ht + th + hvx z P1

+ +ﬁhx +VVX m]‘_"e

Vv

waarin qﬂ
hv

in het algemeen functies van t. x, h en v zijn.
De matrix (6.4) wordt dan:

en voor (6.5) krijgen we:

;% w— : | f fmfx
rang(vlc % ht T t-h o= (8.3)

» » & f

gt VE“X r2t“Vf
Als karakterlstie en-voorwaarde volgt hleruit

» + -
X = ¢ ¢ (8.4)

+ S
met c =V + \fgh (8.5)

In alle physisch zinvolle gevallen (h)aO) is ons stelsel dus hype
bolisch.
De vergeliljkingen (6.8) worden nu

‘}: \/% . “(1"2 +fg 1)’(: = 0

(in de verg.met het + teken betekent de ° differentiatie naar een va
riabele A , in de andere naar een variabele/uf)ﬂ
De totale diff.verg.(7.1) worden nu:

dvi_wﬁéidh = 0
+

Als integrerende factoren nemen we ‘A~ = + 3.
i
We krijgen dan als karakterlstlieke varlabelen

+ —
£ (x.y)= \/Eh + 3V (8.6)
+

Er geldt nu f—

1

I
| +
Ol
"::';"‘;
[+

'f'

Fn als vercallilrine vanr - hebhen we dus



+ L + .
L * o i - ;
+
met a =
Uit (8.6) volgt: v = £ - ¢~ (8.
a2 S.9)
(f" + £7)
h = ~
4 g
dus
et = g- Fr - %. £
(8.10)
- 1 .+ 3 -
c+ = 5 I - g-f
Ook kunnen we a~ 1in ft ; X en t ultdrukken.
I > onde _ . _ _ db _
In het bijzondere geval bv. dat ib = Q7 = gx = O, en
v vl -
1, = —5— (Chezy)
C h
krijgen we _
+ 2 + -
— 282 f - \2 + L=
a =+ = ) sgn (f -f7).
T c £ r”

9. Numerileke integratie van de vergelijkingen (8.7).

De vergelljkingen (8.7) kunnen we zoals reeds opgemerkt, aldus
lezen:
langs een + sub-k~-akt~ristiek geldt:

dx = c+ at ( )
9.171)
afT= -aTdt
langs een -~ g 'b-karakteristiek geldt
dx = ¢ dt .
L (9-2)
df = - a 4t

Vervangen we differentialen door differenties, dan is direct dulde
11 jk hoe een benaderingsoplossing voor bljvoorbeeld het probleem van

Cauchy (beginwaardeprobleem) gevonden kan worden.
O v en h {dus ook £7 en f ) als functles van x

1

Zz1ijn voor w©
gegeven, dan kennen we dus langs de 1lijn t = 0 in een t-x vlak de
richting van de sub-V~-akteristieken (zie figuur). Met behulp hiler...
kan nu het snijpunt B van de + sub-karakteristiek en de - sub-karak -

teristiek die in naburige punten A2 resp. A1 beginnen, blj benadering

gevonden worden.
Uit (gnb) en (9.2b) volgt dan

f+(B1)4}ff+(A2)~a+(A2).t(B1)
f""""(B,I ) = £ (A1 )-a~ (A,) ..*c:(B,i ).
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A4 \\\ Op deze manier N
inden we dus f
/ \\ + sub-ker. 'tfl ,
/ \“ N ¢! B1 3 BQ, BB)
A ° - a
3 //MK\\\MBf/,/’/f/’ N enz., waarna we d
‘ ~_ D > waarden van ¢~ en
> 73 \. 2
~ | a- 1in B1 enz. be-
A, ‘ \\ rekenen kunnen.
F | | / Het 1s duldelljk
? P Ib dat het hier ge-
A 7 \\\ /(/ \\ ,,-/ﬂf \\ schetste proeédé l
< " ’}u”/ \ -
1 “\\ ,/jﬂ\j 7N N nog voor verbete-
-~ ’ o . -
| ) ] \\ 'D.] \*a, T N // ring vatbaar is.
| PN / ~ sub-kar, Het kan bewezen
e " \ - \ -
‘Ao N Méim“m_wm7ﬁéimmwwq> worden dat een
Co — T dergelijk dlif'f'ere:

tle-procede convergeert, d.w.z. dat de uitkomsten naderen tot de op-

lossing van de differentlaalvergelljkingen, als de maaswijdte van het

karakteristleken-net naar 0 gaat. Indien er randvoorwaarden zijn,

dan wordt het pgob}eem niet essentleel moeilijker.3tel Dbv.gegeven,dat
voor x = 0 R(f ,f ,t)=0 (9.3). Ult de waardsen van f1 in B4, kennen w

richting van de -sub.kar .dooeren dus door het pant C,-Ult Q.2b)vindenwe £ 1
en nu kan met behulp van (9.3) f7 hier bepaald worden. De bepallng va

+ z
het punt D1 en de waarden van f~ aldaar gaat nu weer zonder moeillil jk

heden.

Essentieel bij dit betoog is, dat ¢~ <0< ot , duw.z. | vl <Veh .
Dit 1s het z.g. sub-kritische geval (stromend water, te vergeliljken
met het subsone geval 1n de gasdynamica). Het superkritische geval

“(lvl 3Jgh, schietend water) treedt in de practijk slechts in zeer
bljzondere gevallen op.



In een netwerk van kanalen zijn blj een knooppunt van n kanalen steed
n overgangsvergell jkingen gegeven (vgl . 2 opm.c). De karakteristieke
integratie verloopt nu als volgt: ‘

In een punt CO van de t-x diagrammen van ieder der kanalen (voor
alle kanalen zij x = 0 in het knooppunt) kunnen we de waarden van
f’;ﬁ f'g' , enz, bepalen. De overgangsvergelijkingen leveren nu de waar-
den van f+, f; enz, Moellijkheden als bijvoorbeeld bij het werken
met machtreeksen, waar we steeds ult moeten gaan van dubbele rand-
voorwaarden en een sterk vertakt kanalen-net tot zeer ultgebreide

lteraties aanleiding zou geven, treden hier dus niet op.

Blj het berekenen van getijden worden in het algemeen periodieke OP-
lossingen gevraagd, waarbij van de zeezijde de variaties van h (of

beter: van H) gegeven zijn. Aan de andere zijde lopen de kanalen -~ Vel

door (rivieren) of is er ergens een voorwaarde, bv. Q = 0 (afge-
sloten zeearm).

De methode der karakteristieke integratie is niet geschikt om m€ te
de perlodieke oplossing te vinden - we moeten steeds uitgaan van eell
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begintoestand. Hiervoor kunnen we bv, nemen de rusttoestand (of, als
er boven afvoer 1ls, de statlonaire toestand), of een toestand dile

een ruwe benadering vormt van de te verwachten periodieke toestand.
Uitgaande hiervan moeten we het verloop van de beweging in de tijd
hierna berekenen, zolang tot de resultaten in voldoende mate periodiek

zijn. In een door Schbnfeld doorgerekend geval bleek dit binnen twee
volle perioden het geval te zljn.

10, Vergeliljkling van de verschillende methoden.

Schonfeld vergelljkt in zijn dissertatie de verschlllende bereke-
ningsmethoden en komt daarbij tot de volgende resultaten.

1. Een enkelvoudig harmonische methode levert, indien aan het re-

sultaat geen hoge eisen gesteld worden, vrij snel een resultaat.

2. De meervoudlge harmonische methoden vergen zeer veel meer T1ljd
dan de karakteristieke methoden,

%, Bl een enkelvoudlg kanaal vergt een machtreeksenmethode meer
tlJd dan een karakteristieke methode.

Bij een vertakt kinalenstelsen zijn de machtregksenmethoden
praoctiscn onbruikbaar,
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